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Разбивания на множествата от думите с фиксирани дължини 

 
Михаил К. Кирилов 

 
Splitting on sets of words with fixed length: The paper considers some subsets of the words with 

fixed length we got by finite automaton of Mili such as fixed, periodical, possibly fixed, possibly periodical etc.  
Key words: automaton, fixed word, periodical word, possibly fixed, possibly periodical. 
 

ВЪВЕДЕНИЕ 
На основата на единния подход към динамичните системи и крайните автомати 

[7,8] и на разгледаните в [2,3,4,6,10] обобщения в тази работа се разглежда 
дискретна обща динамична система, породена от еднозначен краен автомат. За 
откриването на множествата на неподвижните,периодичните,  евентуално 
неподвижните и евентуално периодичните думи е изпозлван програмен продукт[3]. 

Крайният автомат е абстрактен математически обект, определен [1,3,8,9] като 
наредена шесторка ( )λδ ,,,,,

0
qWVQ . Q е множеството на вътрешните състояния, V 

е входната азбука, W е изходната азбука, QVQ →×:δ  е функцията на преходите, 

WVQ →×:λ  е функцията на изходите, Qq ∈
0

 е начално вътрешно състояние. 

 
ИЗЛОЖЕНИЕ  
Дефиниция 1 

Казва се, че думата *

V∈α  е неподвижна дума за изображението ϕ  породено 

от автомат на Мили, ако ( )ϕ α α= . Множеството от всички неподвижни думи с 

дължина m се означава с m

F . 
Дефиниция 2  
Казва се, че числото NT ∈  е период за изображението ϕ  и думата α , ако 

( ) ααϕϕϕ =

−

44 344 21
oKoo

пътиT

  (T  е най – малкото възможно естествено число) 

За α  се казва, че е периодична дума с период T . С m

i
P  се означава  

множеството на периодичните думи с период i  и дължина m ( )T i= ; m

i
P  - брой на 

периодичните думи с период i  и дължина m. Така m
P
1

 е множеството на  

периодичните  думи с период 1 (Т=1) и дължина m, т.е. неподвижните думи 

( mm

FP =
1

); m

P
1

 - брой на периодичните думи с период 1 и дължина m (Т=1) (брой 

на неподвижните думи 
1
PF = ); Използвано е още означението jm

kiP
,

,

 - множеството 

( )kij
,

αϕ
− , където k  е поредността на думата от множеството m

i
P , a j е броят на 

обратните итерации. 
Дефиниция 3  
Казва се, че думата *

V∈α , която не е неподвижна, е евентуално неподвижна 
за изображението ϕ , породено от автомата на Мили, свързана с думата β , ако 

Nk ∈∃ , така че ( ) βαϕϕϕ =

44 344 21
oKoo

k

. Множеството от всички евентуално 

неподвижни думи с дължина m, свързани с думата β , се означава с 
m

Fβ . 
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Дефиниция 4 

Казва се, че думата *

V∈α , която не е периодична, е евентуално периодична, 
относно периодичната дума β , ако Nk ∈∃ ,  така че ( ) βαϕϕϕ =

44 344 21
oKoo

k

. 

Множеството от всички евентуално периодични думи с дължина m, относно 

периодичната дума β  с период Т, се означава с m

T
P

,β . 

Лема 1 (За обратните автоматни изображения) 

Нека ( )λδ ,,,,,
0

qVVQM =  е автомат на Мили с входна азбука V, nV = , a 

( ) pmi
ii
== αα ,,...,2,1  са всички периодични думи с период T (за автоматното 

изображение **
: VV →ϕ , породено от М). 

Твърди се, че: 

1) { }mmiNk ,...,2,1, =∆∈∃∈∃  така, че ( )≠−

i

kT
αϕ Ø, но ( )=−

i

sT
αϕ Ø за 

ksmi >∀∆∈∀ , . 

2) ( ) ( )




=

≠
=∩ −−

jii

j
qT

i
sT

,

ji Ø,

α
αϕαϕ , където mji ∆∈,  

3) ( ) ( )mkpn

i

sT
k

s

m

i

1
1

1

−−=







∪ −

=
=

∪ αϕ  

Доказателство 

1) Тъй като всички множества ( )
i

sT
αϕ

− , ( )mi ∆∈  са краен брой и всеки две 

имат най-много един общ елемент, то Nk∈∃  така, че поне едно ( )≠−

i

kT
αϕ Ø и за 

ksmi >∀∆∈∀ ,  ( )=−

i

sT
αϕ Ø 

2) Нека nV
ii
=∈ αα ,

*  е T-периодична дума за ϕ . Сега ( )
ii

sT
ααϕ =  

( )
i

sT

i
αϕα

−

∈⇒ . 

Да допуснем, че ( ) ( ) jiV j
qT

i
sT

≠∩∈∈
−−

,,

*
αϕαϕαα  и qs < . 

Сега ( )
i

sT
ααϕ =  и ( ) ( ) ( )

ii

TTs
ααϕαϕ ==

+1 . Така ( ) i
qT

ααϕ =  и ( ) j
qT

ααϕ = , 

което противоречи на ji αα ≠ . 

Следователно при ji ≠  е изпълнено 2). 

Да допуснем, че ( )
i

sT
αϕ

−  и ( )iqT
αϕ

− , при фиксирано mi ∆∈ , имат друг общ 

елемент β освен 
i

α . Сега β  е Т-периодична дума, различна от 
i

α , т.е. 

jji αβ =≠∃ ,  и ( ) ij
T ααβϕλ λ

≠=∀ : , но това е противоречие ⇒2) е изпълнено и 

за ji = . 

3) Тъй като броят на всички p-буквени думи α  от n-буквената азбука V е n

p , а 

думите mi
i

∆∈,α  се срещат m.k пъти (по една във всяко от множествата ( )
i

sT
αϕ

− ), 

то броят на елементите на обединението е mkpn )1( −− , т.е. 

( ) ( )mkpn

i

sT
k

s

m

i

1
1

1

−−=







∪ −

=
=

∪ αϕ .  

С това лемата е доказана. 
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(bi ,c)

(ai ,c)

q''

q'

q

Теорема 1(за биективност) Автоматното изображение е биективно точно 
тогава, когато всеки стълб ( ) Vbbbb

in
∈,,...,,

21
 от таблицата на изходите е 

пермутация (без повторение) на буквите от V - ( )
n

aaa ,...,,
21

, т.е. всички букви от 

произволен стълб са различни. 
Доказателство 
Необходимост 

Нека имаме азбуката { }
n

aaaV ,...,,
21

= , nia
i

,...,1, =  са букви от нея, nV = , 

1, +=∈ mQQq
i

 на брой вътрешни състояния. 

Фиг.1 Биективност на автоматното изображение 
М 

0
q  

1
q  ... jq  ... m

q  

1
a  ( )

0101
,aq  ( )

1111
,aq  ... ( )

11
, jj aq  ... ( )

11
,

mm
aq  

2
a  ( )

0202
,aq  ( )

1212
,aq  ... ( )

22
, jj aq ... ( )

22
,

mm
aq  

M  M  M  
... M  

... M  

k
a  ( )

kk
aq
00

,  ( )
kk

aq
11

,  ... ( )jkjk aq , ... ( )
mkmk

aq ,

M  M  M  
... M  

... M  

n
a  ( )

nn
aq
00

,  ( )
nn

aq
11

,  ... ( )jnjn aq ,  ... ( )
mnmn

aq ,

Имаме ( ) ijji qaq =,δ ; ( ) ijji aaq =,λ ; ( ) ( )
ii
bqaq ,, λλ = . 

jsjjisii aaaaaa ,...,,,...,,
21

1

21
→

−

ϕ
 ??? 

q’ : ( )
110

, jj qaq =δ ; ( )
221

, jjj qaq =δ ; ( )
332

, jjj qaq =δ  

q’’: ( )
110

, ij aaq =λ ; ( )
221

, ijj aaq =λ ; ( )
332

, ijj aaq =λ  

 
Но ( )jnjj aaa ,...,,

21
 е пермутация на ( )

n
aaa ,...,,

21
.  

Достатъчността се установява по подобен начин. 
С това теоремата е доказана. 
Следствие 1. Ако съществува евентуално неподвижна (периодична) 

дума *

n
V∈α , то f не е биективно автоматно изображение. 

Очевидно е, че от 
21
xx ≠  и ( ) ( )

21
xfxf ≠  ( )( ) ( )( )

21
xffxff ≠⇒ . 

Следствие 2. Ако f  е биективно, то 2f  е също биективно ( kf  също е 

биективно). 
Доказателство 

Ако yx ≠ , то ( ) ( )
11
yyfxfx =≠=  и ( ) ( ) ( ) ( )yfyfxfxf 2

11

2
=≠= . 

Освен това 
1

, yx ∃∀  такова, че ( ) xyf =
1

, но yy ∃∀ ,
1

 такова, че ( )
1
yyf = . 

Тогава ( ) ( )( ) ( ) xyfyffyf ===
2

1
⇒За yx ∃∀ ,  такова, че ( ) xyf =

2 . От тук 

следва, че 2f  е биекция. Аналогично получаваме, че kf  е биекция. 

С това следствието е доказано. 
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Лема 2 Ако автоматното изображение f  е биективно и α  е периодична дума с 

период T, то множеството от евентуално периодични думи, свързани с α , е празно. 
Доказателство 

Нека множеството от евентуално периодични думи, свързани с α , не е празно. 

Тогава имаме ( ) ( ) ( ) ( ) ,...,,...,,,
111

1

31

2

211
xxfxxfxxfxxfx m

m

m

====
−  

Нека ( ) ( )
111

; xxfxxf pmk
== , 10, −≤≤+= mqqmpk . 

Тогава ( ) ( )( )xffxf pmqk
= . 

Имаме, че ( )
qmqm

xxf
−+−

=
1

, ( )
qmqm

xxf
−+−

=
2

2 ,..., ( )
mqqmqm

q xxxf ==
−+−

. 

⇒ ( )
1

1 xxf
qm

q
=

−

+  и ( )
11
xxf

qm

q
=

+−
, 

т.е. 
( ) ( )( ) ( )
( )

11

1111

xxf

xxfxffxf

qm
q

mp
qm

qmp
qm

k

=

===

+−

+−+−

, 

така получаваме 

( )
( )

1

11

xxf

xxf

k

qm
k

=

=
+−

 kf⇒  не е биективно, което е противоречие. 

С това лемата е доказана. 

Следствие 3. Всяка дума от *
V  (с фиксирана дължина) е периодична (или 

неподвижна). 
Теорема 2. Ако за nimj ∆∈∃+∆∈∀ )1(  така, че ( )

iii
aaq =,λ , то 

множеството F за автомата на Мили M не е празно. 
Доказателство: 

При 0=j  ni ∆∈∃
0

 такова, че ( )
000

,
ii

aaq =λ . Нека ( )
100

, ji qaq =δ , mj ∆∈
1

.  

Щом )1(
1

+∆∈ mj , ni ∆∈∃
1

 такова, че ( )
111

, iij aaq =λ , ( )
211

, jij qaq =δ  ... 

( )
sisisi

aaq =,λ . Думата 
siii

aaa ...

10
=α  е неподвижна за ϕ , т.е. F∈α  и ≠F Ø. 

С това теоремата е доказана. 

Теорема 3. Нека *

n
V  е множеството от всички думи с дължина n ( )**

VV
n
⊂ ; F е 

множеството от неподвижни думи ( )
1
PF = ; jiP ,

 - j-тия  елемент от множеството от 

периодични думи с период i; 12, ,...,2,1,,...,1, mjmiiP ji ===  

Ако f  е биективно автоматно изображение, то 















∪∪∪=
==

ji

m

i

m

j
n PFV ,

2

1

1

1

*  

Следствие 4. Условие за съществуване на евентуално периодични думи е поне 
едно ≠jiP ,

Ø. 

Теорема 4: Нека 
121

,...,,

mTTT
PPP  са множествата от периодични думи с периоди 

съответно 
121

,...,,
m

TTT , където 
1

,...,2,1, miT
i

=  са някои измежду числата 2,3,...,T 

такива, че множествата 
i
P  не са празни.  Сега 0

1

1

>−−∑
=

FTn

m

i

i
 ( ако 

i
PFn ∪+= , 

тогава не съществуват евентуакно периодични думи). 
Нека 

121
,...,,

m
ααα са базовите думи за 

121
,...,,

mTTT
PPP . 
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Твърди се, че за ( )
1

1 mii ≤≤∀  е изпълнено: 

( ) ( ) ( )
i

iT
iiiii

ααϕααϕααϕ === ;...;;
211

 (възможно е 
lk

TT = , но всички думи 

121
,...,,

m
ααα  са различни и =∩

lk
PP Ø. 

Пример: Нека крайния автомат M  е дефиниран както следва: 
}4,3,2,1{=Q , },,{ cbaV = , },,{ cbaW = , 

0
1q =  и функциите на преходите и 

изходите са дадени на Фиг.2., а ориентирания граф е даден на Фиг.3.  
Фиг. 2. Таблица на преходите и изходите за автомата M  

 

1
M  

 
1 

 
2 

 
3 

 
4 

a 3, a 1, b 2, c 4, a 

b 2, b 3, b 1, a 1, b 
c 4, c 2, a 3, b 2, c 

 

c(c)

c(b)

c(a)

c(c)
b(b)

b(a)

b(b)

b(b)

a(a)

a(c)

a(b)

a(a)
4 3

21

 

Фиг. 3. Ориентиран граф на автомата M  

Разглеждат се думи с различна дължина и период и за някои от тях се дават 
образите на думата с няколко обратни итерации. 

1) За *

Vα ∈  и 3α =  са разгледани множествата от неподвижните думи и думи 

с период 3T = .  

{ }ccbcbccbbcbacaccabcaaF ,,.,,,

3
=   ( ) { }caacaaP ==

−11,3

1,1 ϕ  

{ }bbcbbbbbaacbacaabcabaaacaaaP ,,,,,,,,

3

3
=  ( ) { }abcaacP ==

−11,3

2,3 ϕ  

 ( ) { }acaaacP ==
−22,3

2,3 ϕ     ( ) { }aacaacP ==
−33,3

2,3 ϕ  

2) За *

Vα ∈  и 4α =  са разгледани множествата от периодичните думи с 

период  3T =  и период 9T = . 
3

{ , , , , , , , , , , , , , ,

}

A aacb abcb acab bbaa bbac bbba bbbc bbca bbcb cbaa cbab cbac ccba ccbb

ccbc

=

 









=
ccbcccbbccba

cbaccbabcbaabbcbbbcabbbcbbbabbacbbaaacababcbaacb
P

,,

,,,,,,,,,,,,
4

3
 

За единадесетата дума от 4

3
P  е изпълнено: 

( ) { }cbaccbabP ==
−11,4

11,3 ϕ  ( ) { }cbaacbabP ==
−22,4

11,3 ϕ   ( ) { }cbabcbabP ==
−33,4

11,3 ϕ  
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{ }acbcacbbacbaabacabababaaaaacaaabaaaaP ,,,,,,,,

4

9
=  

 За петата дума от 4

9
P  е изпълнено: 

( ) { }acbbababP ==
−11,4

5,9 ϕ   ( ) { }aabcaaabababP ,

22,4

5,9 ==
−

ϕ  

( ) { }abacababP ==
−33,4

5,9 ϕ   ( ) { }acbcababP ==
−44,4

5,9 ϕ  

( ) { }aabaaaacababP ,

55,4

5,9 ==
−

ϕ  

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статията са дадени 4 дефиниции. Доказани се 4 теореми, 2 леми и 4 
следствия. Направено е подробно разбиване на множествата от думи с фиксирани 
дължини за автомата на Мили M . 
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