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Принудени ъглови трептения на агрегат с ДВГ, еластичен 

съединител, диференциал, полуоси със синхронни кардани и 

задвижвани маси със съпротивления 

 

Илия Ангелов, Валентин Бачев, Ангел Попаров, Стефан Читаков 

 

Forced vibrations of corner unit with engine, elastic clutch, differential, axles and universal 

joints synchronous driven tables with resistances: In this work with the matrix mechanics study of the 

angular oscillation unit with engine, elastic clutch, differential, axles and universal joints synchronous driven 

masses. Be reported mass moments of inertia, angular coefficients of elasticity and damping, when the 

engine and driven resistance tables. They are composed differential equations, and in the presence of small 

oscillations are obtained solutions in matrix form suitable for use software Mathematics, Matlab etc.. in the 

synthesis of real machines. 

Key words: engine, elastic clutch, differential, axles and universal joints synchronous driven masses. 

 

УВОД 

За точно проектиране на агрегати, съдържащи двигател, еластичен 

съединител, диференциал, полуоси и задвижвани маси е необходимо да са 

получени формули за изчисляване на принудените трептения. Затова те са обект на 

изследване в настоящата работа, която е обект на продължение на изследванията 

на свободните и свободно- затихващите трептения на същия агрегат [4,5].  

 

ИЗЛОЖЕНИЕ 

 

 

Фиг.1 Динамичен модел 

 

На фиг. 1 е даден динамичният модел на механична система (МС), съставена 

от двигател - еластичен съединител – диференциал - полуоси и задвижвани маси. 

Векторът на обобщените координати на МС има вида: 

[ ] [ ]
T

8743d

T

54321
qqqqq ϕϕϕϕϕ==q                           (1) 

Двигателният момент (фиг.2) на ДВГ е равен на: 
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Съпротивителният момент, приложен към масите 7 и 8, е равен на: 

( ) ( )
88887777

,MM;,MM ϕϕϕϕ &&
==

               
(3) 

 

 

Фиг. 2 Изменение на двигателен момент 

 

За кинематиката на агрегата може да се запишат [1] следните уравнения: 

( ) ( )

( ) ( )
34264325

432431211

a;a

;

2

1

;

2

1

aa

ϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕ

+=−=

+=+==

   

                              (4) 

Кинетичната енергия на агрегата се записва в матричен вид с уравнението: 

q.M.q
T
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2

1

T = ,                                                 (5) 

където членовете на матрицата на масите М се изчисляват с уравнението: 
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където    
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Потенциалната енергия на агрегата се записва в матричен вид с уравнението: 

.c.qq

T

2

1

П = ,                                                     (7) 

където членовете на матрицата на еластичните коефициенти са:  
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Демпфиращата енергия на агрегата се записва в матричен вид с уравнението: 
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B = ,                                                           (9) 

където членовете на матрицата на демпфиращите коефициенти b се 

изчисляват с уравнението: 
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Собствените честоти 
i

ω

 
и собствените форми се изчисляват с уравнението: 

0

2

=− VMC ω

                                                     

(11)
 

където собствените честоти са: 0ω0,ω0,ω0,ω0,ω
54321
≠≠≠≠=  

Собствената честота 0ω
1

=  дефинира ротацията на агрегата. 

На всяка собствена честота съответства вектор на собствените форми, който 

дефинира съотношението между обобщените координати при трептене с честота 

r

ω . Компонентите на векторите дефинират матрицата на векторите на собствените 

форми, която има вида: 
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(12) 

където [ ]
T

i5i4i3i2i1i
vvvvvv =

 
е векторът на собствените форми по 

обобщените координати за i-та собствена честота. 

Диференциалните уравнения, описващи принудените трептения, се съставят по 

метода на Ангелов, И. [1]: 

QqCqB.qM =++ ..

&&& .                                       (13) 

където М, В, С характеризират съответно инерционните, демпфиращите и 

еластичните свойства, [ ]
87d

MM00M=Q

 
е вектор на обобщените външни сили, 

[ ]
T

qqqq
521

,,, K=  е вектор на обобщените координати. 
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1. Решение на диференциалните уравнения чрез метода на главните 

координати 

При изпълнено условие за пропорционалност 

CMB .. γα +=                                            (14) 

и като се има предвид условието за преход от обобщени в главни координати  

qVq .

T

=′  ,                                (15) 

системата диференциални уравнения (15) в главни координати има вида 
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&&& ,                                                 (16) 

където  
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От (16) се получават независими диференциални уравнения от вида 
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където 
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Като се вземе предвид, че 
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ii
ω - собствена честота на недемпфираната система. 
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Следователно (19) може да се запише във вида 
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Ако смущаващите сили са периодични, решението на (21) за чисто принудените 

трептения има вида 
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където 
ii

m  е елемент на диагоналната матрица Мq’, 
k

Ω  е честотата на к
-тия

 

хармоник на принудените трептения, 
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При резонанс, 
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2. Решение на уравнение (18) 
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ИЗВОД  

В настоящия труд са съставени формули за кинетичната, потенциалната, 

демпфиращата енергия и обобщените смущаващи сили на ъглови трептения на 

механичната система двигател - еластичен съединител – диференциал - полуоси и 

задвижвани маси. Съставени са диференциални уравнения за принудените 

трептения. Определени са собствените честоти и решенията на принудените 

трептения. 
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