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Модел за изследване на принудени пространствени трептения на 

мотокар, породени от неравностите на пътя и от смущения от ДВГ 

 

Деян Желев, Валентин Славов, Илия Ангелов 

 

Model for study of forced spatial oscillations of a forklift caused by roughness of the road and 

disturbances in the internal combustion engine. In this paper methods of the matrix mechanics are used 

to study forced spatial oscillations in a forklift with 31 levels of freedom excited by the operation of the ICE 

and roughness of the road. Nonlinear differential equations are derived. Analytical solutions are given for 

small displacements.  
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УВОД 

В тази работа се изследват принудени пространствени трептения на мотокар, 

породени от смущения от работата на ДВГ и от неравностите на пътя. Отчитат се 

масовите, еластичните, демпфиращите и кинематичните свойства и смущенията от 

тримерните неравности на пътя и газовите и инерционните сили на ДВГ. За 

ограничаване на вредното действие на вибрациите върху функционалното и 

физиологичното състояние на човека, вибрациите, които действат на оператора на 

мотокара, трябва да се измерват по три взаимно перпендикулярни оси [8].  

 

ИЗЛОЖЕНИЕ  

1. Смущения на мотокара от сили и моменти, породени от работата на ДВГ 

 

 

Фиг. 1 Динамичен модел на мотокар  

 

При работа на ДВГ се отчитат силите и моментите, които възникват от: 

налягането на работното вещество в цилиндрите и в картера на двигателя, от 

възвратно–постъпателно, равнинно и ротационно движещите се маси и от 

неуравновесените движещи се маси [1]. Те се изразяват във функция от ъгъла на 

завъртане на коляновия вал α и се разглеждат за един работен цикъл на двигателя. 

За четиритактов двигател един работен цикъл се извършва за два оборота на 

коляновия вал. Смущаващата сила 
∗

2
F  (фиг. 1) на ДВГ е равна на [1]: 
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(1) 

където: 
∗

2k
F  е вектор на амплитудата на k-тия хармоник; 

2F
γ  – коефициент; за 

четиритактов двигател k=s.j; s - брой на цилиндрите; j = 1,2,q,n. 

Векторът на смущаващата сила се проектира на координатите на правоъгълна 

Декартова координатна система и записът му в матричен вид е [1]: 

[ ]
T

z2y2x22

∗∗∗∗

= FFFF

                                                                  
(2) 

Смущаващият момент от газовите сили 
∗

r

М , разложен в ред на Фурие, е равен 

на: 
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Смущаващият момент 
∗

2
М  на ДВГ е равен на: 
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== ∑

00

ik

2k2M2
;n,...,0k;eγRe

ММ

ММ

,
                                         

(4) 

където: 
∗

2k
М  е вектор на амплитудата на k-тия хармоник; 

2M
γ  е коефициент. 

Векторът на смущаващия момент се проектира на координатите на 

правоъгълна Декартова координатна система и записът му в матричен вид е равен 

на [4]: 

[ ]
T

z,2y,2x,22

∗∗∗∗

= MMMM

                                                         
(5) 

 

2. Смущения на мотокар, породени от неравности на пътното платно 

 

 

Фиг. 2 Профил на неравност на пътя 

 

Профилът на пътя може да се представи или детерминирано, или 

статистически. При детерминирано представяне профилът на пътя се разглежда или 

като неравност с вълнообразен хармоничен профил, или като единична неравност, 

която има дължина, височина, форма и честота на повторение. Тъй като радиусът на 

колелото на мотокара е значително по-голям от височините на неравностите на пътя 

и еластичната деформация на гумата изглажда неравностите, профилът на 

последните може да се представи чрез синусоида (фиг.2) [9]. За текуща координата 

х на пътя уравнението на профила на неравността е равно на:  

⎥

⎦

⎤

⎢

⎣

⎡
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⎠

⎞
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⎝

⎛
−=

s

x

.π.2cos1.qq
0

,                                                               (6) 

където s е дължина на неравността, q
0
 е амплитуда на неравността.  
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При равномерно движение на мотокара със скорост v, изминатият път е равен 

на t.x v=  и за (6) се получава уравнението: 
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където 

s

.π2.η

v

=  е честота на кинематичното смущение.  

Статистически профилът на пътя се представя чрез спектралната плътност на 

ординатите на неравностите, която се изчислява с корелационна функция. 

Последната характеризира изменението на ординатите на неравностите по 

дължината на пътя. Спектралната плътност на дисперсия характеризира честотата 

на повтаряне на дължините на неравностите. Аргумент на спектралната плътност е 

честотата на неравностите на пътя θ  

S

.2

θ

π

=                                                                (8) 

Взаимната връзка между корелационната функция ( )
sq

xR  и спектралната 

плътност на дисперсията ( )θS
q

 са преобразуване на Фурие [4]: 
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Корелационната функция ( )
s

*

q
xR  и спектралната плътност ( )θS

*

q
 във функция на 

дисперсията 
2

c
q  се изчисляват с уравненията: 
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В общия случай кинематичното смущение е пространствено [2]. То може да 

бъде детерминирано или недетерминирано съответно във вида: 

( ){ }t.P.iexpReδ
kkl

∗∗

=

kl
δ ,                                                              (11) 

[ ] 7,6,1l,wvu
T

klklklkl
==
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δ ,                                           (12) 

 

където 
∗

k
P  е честота на смущението, 

∗

kl
δ  е вектор на амплитудите на 

неравностите; u
kl
, v

kl
 w

kl
 са три взаимно перпендикулярни смущения от неравностите 

на пътя. 

 

3. Обобщени сили 

Принудените пространствени нелинейни трептения на мотокара се изследват, 

като се отчита смущаващото действие на силите от работата на ДВГ и от 

неравностите на пътя.  

Обобщените сили от ДВГ и кинематичното смущение от неравностите на пътя 

са равни на: 
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4. Диференциални уравнения на принудените трептения, породени от ДВГ 

и неравностите на пътното платно 

Диференциалните уравнения, описващи трептенията на мотокар, които са 

породени от смущаващите сили и моменти от работата на ДВГ и от неравностите на 

пътя, имат вида [1]:  
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където 
( ) ( )31313131

,

××

CM  са матрици съответно на масите и на еластичните 

параметри на механичната система; 
( )3131×

B  е матрица на демпфиращите параметри 

на механичната система; Q
 

е смущаваща обобщена сила; S и R описват 

нелинейните свойства на системата. 

При малки трептения около устойчиво равновесно положение системата от  

диференциални уравнения придобива вида: 
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Решението на системата диференциални уравнения (15) при начални условия 
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=== има вида:  
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където:
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Извършено е механо-математично матрично моделиране на принудените от 

работата на двигател с вътрешно горене и от неравностите на пътя нелинейни 

пространствени трептения на мотокар. Отчетени са масовите, геометричните, 

еластичните, демпфиращите, кинематичните и силовите параметри на механичната 

система. Съставена е система диференциални уравнения и са получени решения в 

матричен вид, описващи принудените пространствени трептения на механичната 

система. С получените формули за мотокар с конкретни параметри, може да се 

получат числени резултати на принудените трептения и техните амплитудно-

честотни характеристики, включително зоните в резонанс и извън него, и да се 

синтезира мотокар с минимални вибрации.  
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