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Abstract: In this paper presents the results in modeling and investigaton of Markov chain M / M / 1 / k as the 

object of experimental research related to obtaining models for predicting of the traffic parameters - Arrival Time and 

Exit System. A technical approach based on simulation of the system in defined parameters Average Arrival Rate, 

Average Service Time and Maximum Station Capacity and different types of design of experiments was applied. The 

best plan of experint is selected by regression analysis. Regression models for prediction of targeted teletraffic 

parameters were obtained.. 
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ВЪВЕДЕНИЕ 

Регресионният анализ е направление, заложено в основата на експерименталните 

изследвания и математическата статистика, който дава възможност за анализ на връзките 

между конкретни зависими yi и набор от независими x1, x2.... хn променливи и извеждане на 

модели за, отразяващи тяхното взаимодействие и предизвикващи изменение на параметрите 

yi. Пример за това са редица изследвания.  

В (Damasio B., & Nicolau J., 2014) комбинирането на анализа с многомерните вериги на 

Марков (Multivariate Markov Chains - MMC) е предпоставка в иновативна концепция за 

подобряване на грешката от прогнозиране, базирано на предимството на информацията 

относно състоянията на миналите взаимодействия между MMC категориите при 

прогнозиране на стойностите на зависимите крайни отделни променливи и целевата 

независима променлива. Интересен е процесът на оценяване на вероятностите за преход при 

моделиране на набор от футболни показатели (свободни удари, ъглови удари, голове и др.) 

като марковски процес посредством регресионен анализ (Damour G., & Lang Ph., 2015) или 

методичната комбинация Логистична регресия/Маркова верига (Logistic Regression Markov 

Chain - LRMC) при прогнозиране на резултатите от турнири по баскетбол в NCAA (Kvam P., 

& Sokol J., 2006). В сферата на медицината приложението на регресионните и Маркови 
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процеси се свързва с моделиране и анализ на електронни здравни услуги въз основа на 

здравните досиета на възрастни пациенти с хронични заболявания по отношение на фактори 

като оценка на качеството на здравни грижи, получена персонална и обща помощ и други 

(Hindenes L., 2017). Съществува възможност за обучение на скрити модели на Марков 

(Hidden Markov Model) за извършване на регресионни процедури, спомагащи определянето 

на отличителни характеристики, върху информационни последователности от масиви от 

биологични данни (Noto, K., & Craven, M., 2008). Интересна е приложимостта на 

многочленния логистичен регресионен анализ върху вериги на Марков, моделиращи сложни 

динамични системи на годишните състояния на посевите и изследване на промените на 

нивата на валежите, температурата на въздуха, цените на началните и крайни земеделски 

продукти върху тях в областта на селското стопанство (Paton L., Troffaes M., Boatman N., 

Hussein M, & Hart A., 2014). В сферата на банковото дело логистичните регресионни и 

маркови модели служат за идентификация на риска при даване на кредитни карти като се 

извършва оценка на приходите по линия между клиентите и институциите (Régis D., & Artes 

R., 2016). Друга възможност е те да бъдат използвани при анализиране на данните за 

ежедневните валежи за селектирани географски райони като за идентифициране на 

значимостта на моделите и техните параметри, както и селектиране на модел са въведени 

вероятностен критерии и предположение на базата на AIC и BIC процедури (Sinha N., Islam 

M., & Ahamed K., 2011). В (Uchwat Ch., & MacLeod D., 2012) са представени основните 

възможности за моделиране на поведението на пътната настилка в сферата на транспорта 

като е извършен сравнителен анализ между регресионния апарат и веригите на Марков, 

според който първият е определен като по-лесен за употреба, но и за който са необходими 

сравнително повече опитни данни за установяване и прогнозиране на параметричните 

тенденции. При обработката на набори от данни, при които имаме бързо нарастване на броя 

на променливите, е установено успешното приложение на адаптивни MCMC (Markov Chain 

Monte Carlo) алгоритми спрямо стандартните MCMC методи при извършване на линейни 

регресионни процедури (Griffin J., Łatuszynski K., & Steel M., 2018). 

В доклада е разработен подход в предметна област комуникационни телетрафични 

системи, свързан с получаване на регресионни модели за прогнозиране на изменението на 

времената на престой и напускане на изследваната телетрафична система от вида вериги на 

Марков M/M/1/k.  Извеждането на моделите е базирано на селекция на най-подходяш план 

на екеперимента и регресионен модел от съответна степен при моделиране на системата въз 

основа на резултатите от проведен регресионен анализ.  

 

ИЗЛОЖЕНИЕ 

Формиране на разширени матрици на експеримента при симулационно 

моделиране на телетрафична система M/M/1/k  

В симулационна среда на продукта Java Modeling Tool (JMT) е моделирана едноканална 

Марковска верига с Поасонов входящ поток и експоненциално разпределена 

продължителност на обслужванията с ограничена опашка k места за чакане M/M/1/k. 

Характерно за съответната телетрафична система е, че тук заявките пристигат с 

интензивност на постъпване χ, докато техния брой в системата е неповече от k. След 

достигане на дължината на опашката пристигащите заявки повече не се допускат в 

системата. Тя представлява една комбинирана система с чакане и със загуби.  

Моделирането на веригата на Марков е изършено базирайки се на приложени различни 

типове планове на екеперимента. Относно обекта на изследване са дефинирани следните 

управляеми фактори и изходни параметри:  

✓ x1 - Avg.Arrival Rate (lambda)-[cust./s] – средна скорост за пристигане в системата; 

✓ x2 - Avg.Service Time S - [s] – средно време за обслужване;      

✓ x3 - Max. Station Capacity k [cust.] – максимален капацитет на опашката (местата за 

чакане); 
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✓ y1 - Arrival Time, s – време за престой в системата;  

✓ y2 - Exit System, s – време за напускане на системата. 

Приети са три нива на вариране на факторите, представени в Таблица 1. 

 

Таблица 1. Нива на вариране на управляемите фактори 

Нива на вариране X1, 

cust./s 

X2, 

s 

X3, 

cust. 

-1 0.25 0.50 7 

0 0.50 1.00 17 

+1 0.75 1.50 27 

 

Проведени са телетрафични системни симулации по: 

✓ Композиционен план на Хартли На3 (таблица 4.3); 

✓ D–оптимален план на експеримента при m=3 (таблица 4.4); 

✓ Симетричен квази-D-оптимален план (план на Песочински) при m=3 (таблица 4.5); 

✓ Несиметричен квази-D-оптимален план при m=3 (таблица 4.6) 

✓ Симетричен композиционен план от вида В3 (таблица 4.7). 

и са получени опитни данни за указаните отклици на обекта.  

По отношение на приложените планове са формирани разширени матрици на 

експеримента при проверка на адекватността на регресионни модели от нулева, пътва и 

втора степен: 

 

y = bo + b1x1 + b2x2 + b3x3                                                                                                   (1) 

 

y = bo + b1x1 + b2x2 + b3x3 + b12x1x2 +b13x1x3 + b23x2x3 + b123x1x2x3                                           (2) 

  

 y = bo + b1x1 + b2x2 + b3x3 + b12x1x2 +b13x1x3 + b23x2x3 + b123x1x2x3 + b11x1
2 + b22x2

2 + b33x3
2      (3) 

   

Разширените матрици на експеримента са показани от Фиг. 2 до Фиг.6. 

 

 
 

Фиг. 2. Разширена матрица на експеримента 

при Композиционен план на Хартли  
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Фиг. 3. Разширена матрица на експеримента при D–оптимален план  

 

 
 

Фиг. 4. Разширена матрица на експеримента при Симетричен квази-D-оптимален план  

 

 
 

Фиг. 5. Разширена матрица на експеримента при Несиметричен квази-D-оптимален план  

 

 
 

Фиг. 6. Разширена матрица на експериментапри Симетричен композиционен план от вида В3 
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Регресионен анализ относно разширените матрици на експеримента при 

изследване на верига на Марков M/M/1/k   

Представени са резултатите от регресионен анализ върху всяка от формираните 

разширени матрици на експеримента. Анализът е направен посредством софтуерен продукт 

Statistica.  

 

        
                                            а)                                                              б) 

Фиг. 7. Резултати при проверка на модел (1) за а) у1 и б) у2  

при Композиционен план на Хартли  

 

        
                                            а)                                                             б) 

 

Фиг. 8. Резултати при проверка на модел (2) за а) у1 и б) у2  

при Композиционен план на Хартли  

 

Според резултатите, Композиционен план на Хартли На3 за модел (3) не може да бъде 

приложен поради незначимост на всички коефициенти на регресия bi. Относно моделите от 

нулева и първа степен се наблюдават коефициенти на определеност Ri
2

  на нива около „0.89“ 

и „0.94“ за параметрите y1 и y2, показани на Фиг. 7 и Фиг. 8. Сравнявайки нивата на Ri
2 като 

по-подходящ за използване е модел (2). 

 

 
                                            а)                                                            б) 

 

Фиг. 9. Резултати при проверка на модел (1) за а) у1 и б) у2 при D–оптимален план  

 

От Фиг. 9 се вижда, че при линеен тип регресионен модел са получени коефициенти R2 

= 0.96317805 и R2 = 0.96337862  за параметрите у1 и у2, съгласно които модел (1) се определя 

като напълно адекватен. При D–оптимален план при m=3 модели (2) и (3) не могат да бъдат 

използвани поради незначимост на всички коефициенти на регресия bi и невъзможност за 

инвертиране на матрицата с коефициенти bi.  

При анализа някои променливи при Симетричен квази-D-оптимален план (план на 

Песочински) при m=3 е налице невъзможност за вариране при приложение на модели (2) и 

(3) и тези модели се определят като неадекватни. Според резултатите от модел (1), показани 

на Фиг.10, за коефициентите Ri
2 се наблюдават стойности малко над „0.9“ и за двата 

параметъра у1 и у2. 
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                                           а)                                                           б) 

 

Фиг.10. Резултати при приложение на модел (1) за а) у1 и б) у2  

при Симетричен квази-D-оптимален план  

 

  
                                                а)                                                                  б) 

 

Фиг. 11. Резултати при проверка на модел (1) за а) у1 и б) у2 

при Несиметричен квази-D-оптимален план 

 

От показаните резултати (Фиг. 11 и Фиг. 12), следва че за прогнозиране изменението на 

изходните параметри у1 и у2 най-подходящи виха били моделите, получени въз основа на 

регресионен анализ относно Несиметричен квази-D-оптимален план при m=3 при проверка 

на степента на адекватност на модел (2) спрямо тези при модел (1). При (3) е установена 

невъзможност за инвертиране на матрицата с коефициенти, поради което този модел се 

изключва.  

  

   
                                  а)                                                                     б) 

 

Фиг. 12. Резултати при приложение на модел (2) за а) у1 и б) у2  

при Несиметричен квази-D-оптимален план  

 

По отношение на формираната матрица при Симетричен композиционен план от вида 

В3 при изследване на телетрафична система M/M/1/k могат да бъдат обобщени следните 

резултати за (1), (2) и (3): 

✓ резултати за модел (1), показани на Фиг. 13 - съгласно критерийте на Фишър 

F(3;10) = 41.432 и F(3;10) = 41.506 и съответните им вероятности p < 0.0001 << 

0.05, където 0.05 е стойността на приетото равнище на значимост α, се определя 

като приложим при решаване на задачата за прогнозиране на измененията у1 и у2. 

Постигнати са сравнително високи коефициети на определеност, равняващи се на 

R2=0.9255373 и R2=0.92565975 за изходните параметри. Коефициентите b0=245.292 

и b1=-134.007 при Y1, b0=246.164 и b1=-134.117 за у2 сe определят като значими;  
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                                  а)                                                                   б) 

 

Фиг. 13. Резултати при проверка на модел (1) за а) у1 и б) у2 

при Симетричен композиционен план от вида В3 

 

✓ резултати за модел (2), представени на Фиг. 14 - наблюдават се по-високи 

стойности на коефициентите на определеност спрямо модел (1), съответно 

R2=0.93677704 и R2=0.93652518 за параметрите на обекта у1 и у2. Постигнати са 

добри показатели по отношение на критериите на Фишър F(7;6) = 12.700 и F(7;6) = 

12.647 и вероятности им p < 0.00323 << 0.05 и p < 0.00327 << 0.05 за времената Y1 и 

Y2. Значимите коефициенти на регресия са идентични и за двата изходни 

мараметъра. Като незначими коефициенти се определят b2, b3, b12, b13, b23 и b123. 

 

       
                                     а)                                                                б) 

 

Фиг. 14. Резултати при проверка на модел (2) за а) у1 и б) у2 

при Симетричен композиционен план от вида В3 

 

✓ резултати за модел (3), дадени на Фиг. 15 - при прието равнище на значимост  

α=0.05 коефициентите на регресия b0=199.554, b1=-134.007, b2=-9.773, b12=14.552 и 

b11=65.441 за параметър у1; b0=200.366, b1=-134.117, b2=-9.433, b12=14.386 и 

b11=65.599 за параметър у2 се приемат за значими. Получените високи коефициенти 

R2=0.998759945 и R2=0.99867372 показват, че 99.8759945% и 99.867372% от 

измененията на времената за престой и напускане на телетрафична система 

M/M/1/k се дължат на управляемите фактори, а останалите 0.1240055% и 

0.132628% на неуправляемите такива. Модел (3) може да бъде считан за напълно 

адекватен съгласно изчислените критерии на Фишър F(10;3) = 241.53 и F(10;3) = 

225.90 и съответните им вероятности p < 0.00039 << 0.05 и p < 0.00043 << 0.05 за 

времената у1 и у2.  
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                                       а)                                                           б) 

 

Фиг. 15. Резултати при проверка на модел (3) за а) у1 и б) у2 

при Симетричен композиционен план от вида В3 

 

При проведения регресионен анализ по Симетричен композиционен план от вида В3 се 

наблюдават най-високи качествени показатели при проверка на пригодността на модел (3), в 

сравнение с всички останали приложени планове, определящи селекцията на този план и 

модела от втора степен като най-подходящи при извършване на прогнозни процедурни 

действия относно целевите изходни параметри за обекта на изследване. 

у1 = 199.554 – 134.007х1 - 9.773х2 + 14.552х1х2 + 65.441х1
2                                 (4) 

 

 у2 = 200.366 – 134.117х1 - 9.433х2 + 14.383х1х2 + 65.599х1
2                                 (5) 

 

Аналитичните зависимости (4) и (5), представляват изведените крайни регесионни 

модели за калкулиране на параметрите у1 и у2 с изключване на незначимите коефициенти на 

регресия.  

 

ИЗВОДИ  

Получените регресионни прогнозиращи модели могат да бъдат използвани като 

първични звена при обезпечаване на качетвото на обслужване при работа на система 

M/M/1/k. Резултатните високи стойности на коефициентите на определеност от анализа за 

селектирания най-подходящ план на експеримента дават основание да се предполага 

постигане на близни техни нива при проверка на пригодността на регресионни модели от по-

висока степен с увеличаване на количеството входни и изходни системни параметри. 

Предложеният подход аналогично и усешно би могъл да бъде приложен при прогнозиране на 

трафика от данни при изследване на дуги типове комуникационни телетрафични системи от 

вида вериги на Марков.  
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