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Abstract: The article shows the computer modeling code of the Holling-Tanner model for interacting predator-

prey species in Microsoft Excel. Euler's explicit method is used for the differential problem and the numerical solution 
is presented with different input parameters. 
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ВЪВЕДЕНИЕ 
Динамиката на биосистемите се описва ефективно с математически модели, включващи 

диференциални уравнения. Уравненията могат да отчитат взаимодействието между 
отделните елементи в биосистемите, влиянието на вътрешните фактори върху елементите от 
биосистемите, развитието на изследваните процеси. 

 
ИЗЛОЖЕНИЕ 
Постановки на модели на взаимодействащи си видове „хищник-жертва“ 
Един от най-известните модели за междувидово взаимодействие в популация от два 

вида е моделът на Лотка-Волтера. През 1925 г. Алфред Лотка (Lotka, A., 1925) извежда 
система от диференциални уравнения за описание на химични реакции на реагенти с 
осцилиращи концентрации. Няколко години по-късно през 1926 г. Вито Волтера (Volterra, V., 
1926) предлага самостоятелно сходен модел, описващ улова на риба в Адриатическо море. 
Интересен факт за модела „хищник-жертва“ или „ресурси-потребители“ е, че приложението 
му е не само в химията и екологията, а и в биологията, в медицината, в социалните 
изследвания, в историята, в икономиката, в радиофизиката и др.  

В модела животните-жертви 𝑥1 се размножават с коефициент на прираст 𝑔 при 
отсъствие на животните-хищници 𝑥2. 

Животните-хищници умират с коефициент 𝑠 при липса на храна /животни-жертви/. 
Срещата на жертвите с хищниците е приета за пропорционална вероятност от 

произведението на двете популации. Количеството на жертвите намалява /коефициент 𝑎/, 
количеството на хищниците нараства /коефициент 𝑏/. 

Моделът на Лотка-Волтера (1) е изразен чрез скоростите на нарастване на популациите 
от жертви - 𝑑𝑥1 𝑑𝑡⁄  и хищници - 𝑑𝑥2 𝑑𝑡⁄ : 

 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑔. 𝑥1 − 𝑎. 𝑥1. 𝑥2 ; 

            (1) 
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= −𝑠. 𝑥2 + 𝑏. 𝑥1. 𝑥2 . 

 
104 Докладът е представен пред секция “Природоматематически и технически науки” на 63-тата научна 
конференция на Русенския университет „Ангел Кънчев“ и Съюза на учените-Русе на 18 октомври 2024 година с 
оригинално заглавие на български език: КОМПЮТЪРНО МОДЕЛИРАНЕ НА ВЗАИМОДЕЙСТВАЩИ СИ 
ВИДОВЕ ПО МОДЕЛА НА ХОЛИНГ-ТАНЕР В MICROSOFT EXCEL 
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Модифицираният модел (2) отчита външното влияние между видовете и в двете 
уравнения на модела се включват логистични поправки съответно: (−𝛾. 𝑥1

2)  и (−𝛾. 𝑥2
2) с 

коефициент 𝛾 > 0  или 𝛾 < 0: 
 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑔. 𝑥1 − 𝑎. 𝑥1. 𝑥2 − 𝛾. 𝑥1

2 ; 
            (2) 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= −𝑠. 𝑥2 + 𝑏. 𝑥1. 𝑥2 − 𝛾. 𝑥2

2. 
 
Моделът на Лотка-Волтера е чувствителен при наличие на незначителни въздействащи 

фактори.  
Крауфорд Холинг (Holling, C.,1966) и Джеймс Танер (Tanner, J., 1975) предлагат друг 

модел, базиран на модела на Лотка-Волтера, но с не затихващи трептения и с граничен 
цикъл. 

В него скоростта на нарастване на популацията от жертви 𝑑𝑥1 𝑑𝑡⁄  е сума от три 
събираеми: 

- скорост на размножаване на жертвите при отсъствие на хищници: (𝑟. 𝑥1); 
- влияние на вътрешновидовата конкуренция за храна при ограничени ресурси: 

(−𝑟. 𝑥1. 𝑥1/𝐾); 
- влияние на хищниците при допускане, че не убиват, когато не са гладни: 

(−𝑤. 𝑥2. 𝑥1/(𝐷 + 𝑥1)). 
Скоростта на нарастване на популацията на хищниците 𝑑𝑥2 𝑑𝑡⁄  е аналогична на модела 

на Лотка-Волтера при допускане за рядка среща с жертвите. 
Ако за поддържането на живота на един хищник са необходими 𝐽 жертви, популацията 

от 𝑥1 жертви ще осигури храна за (𝑥1 𝐽)⁄  хищници. 
Моделът на ръста на популацията от хищници е  [𝑥2. (𝑠 − 𝑠.

𝐽

𝑥1
. 𝑥2)]. 

В диференциални уравнения моделът на Холинг-Танер е: 
 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑟. (1 −

𝑥1

𝐾
) . 𝑥1 − 𝑤. 𝑥2.

𝑥1

(𝐷 + 𝑥1)
 ; 

            (3) 
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑠. (1 −

𝐽

𝑥1
. 𝑥2) . 𝑥2, 

 
с коефициенти  𝑟, 𝐾, 𝐷, 𝐽 > 0.   
 
Диференчен метод за задачата на Коши за обикновени диференциални уравнения 

от първи ред 
Уравненията в модела на Холинг-Танер (3) са обикновени диференциални уравнения от 

първи ред при зададени начални условия /задача на Коши/ в интервал [𝑎, 𝑏]. 
Численото решение от приближените стойности 𝑦(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖  се търси в точки от 

равномерна мрежа 𝑥𝑖 = 𝑎 + 𝑖. ℎ, която е с 𝑛 на брой еднакви по дължина подинтервала, 
стъпка  ℎ = (𝑏 − 𝑎)/𝑛  и с възли: 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 <. . . < 𝑥𝑖 <. . . < 𝑥𝑛 = 𝑏.  

Диференциалната задача се апроксимира върху мрежата по явния метод на Ойлер с 
числено диференциране с разлика напред в точката 𝑥𝑖: 

 
𝑦𝑖+1−𝑦𝑖

ℎ
= 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖),   𝑖 = 0, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , 𝑦(0) = 𝑦0.     (4) 
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Схемата за слой (𝑥𝑖+1, 𝑦𝑖+1) придобива вида: 
 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ ; 
            (5) 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ. 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖). 
 

След прилагане на явния метод на Ойлер за решаване на диференциални уравнения 
схемата на уравненията от модела на Холинг-Танер (3) е следната: 

 

𝑥1
𝑖+1 = 𝑥1

𝑖 + ∆𝑡. [𝑟. (1 −
𝑥1

𝑖

𝐾
) −

𝑤. 𝑥2
𝑖

(𝐷 + 𝑥1
𝑖 )

] . 𝑥1
𝑖  ; 

            (6) 
𝑥2

𝑖+1 = 𝑥2
𝑖 + ∆𝑡. 𝑠. ⌈1 − 𝐽.

𝑥2
𝑖

𝑥1
𝑖+1⌉ . 𝑥2

𝑖 . 
 
Числено решение на модела на Холинг-Танер в Microsoft Excel 
Математическият модел на Холинг-Танер по диференциалните уравнения (3) и схемата 

(6) е реализиран в Microsoft Excel със създаване на потребителски формули.  
Решението на уравненията е за времеви интервал 𝑡 ∈ [0; 60] със стъпка ∆𝑡 = 0,5. 
На фиг.1 е показан работен лист с въведени потребителски формули и данни. 
 

 
Фиг. 1. Код на математическия модел на Холинг-Танер в Microsoft Excel за параметри: 

𝑥1(0) = 1,5; 𝑥2(0) = 2; ∆𝑡 = 0,5;  𝑟 = 1;  𝐾 = 7;  𝑤 = 1; 𝐷 = 1; 𝑠 = 0,2;  𝐽 = 0,5. 
 
В клетки от 𝐹3 до 𝐹11 се въвеждат съответно: стойностите на функциите 𝑥1(0), 𝑥2(0) в 

началния момент от време, стъпката ∆𝑡, коефициентите 𝑟, 𝐾, 𝑤, 𝐷, 𝑠, 𝐽. 
В клетки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 се въвеждат текстово: време, жертва, хищник, а под тях – приетите 

за тях символи - 𝑡, 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) . 
Клетки 𝐴3, 𝐵3, 𝐶3 се приравняват с потребителски формули на началните условия: 

𝐴3 = 0, 𝐵3 = 𝐹3, 𝐶3 = 𝐹4. 
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В клетка 𝐴4 се въвежда формулата 𝐴3 + $𝐹$5, която се копира вертикално до клетка 
𝐴123 включително. 

В клетка 𝐵4 се въвежда: 
=B3+$F$5*($F$6*(1-B3/$F$7)-$F$8*C3/($F$9+B3))*B3 

и се копира вертикално до 𝐵123 включително. 
В клетка 𝐶3 се въвежда: 
=C3+$F$5*$F$10*(1-$F$11*C3/B4)*C3 

и се копира вертикално до С123 включително. 
Резултатите от решенията на диференциалните уравнения се извеждат в графики чрез 

маркиране на желаните колони и са показани на фиг.2 и фиг.3. 
 

 
 

Фиг. 2. Графика на модела на Холинг-Танер в Microsoft Excel за параметри: 
𝑥1(0) = 1,5; 𝑥2(0) = 2; ∆𝑡 = 0,5;  𝑟 = 1;  𝐾 = 7;  𝑤 = 1; 𝐷 = 1; 𝑠 = 0,2;  𝐽 = 0,5. 

 

 
 

Фиг. 3. Фазов портрет на модела на Холинг-Танер в Microsoft Excel за параметри: 
𝑥1(0) = 1,5; 𝑥2(0) = 2; ∆𝑡 = 0,5;  𝑟 = 1;  𝐾 = 7;  𝑤 = 1; 𝐷 = 1; 𝑠 = 0,2;  𝐽 = 0,5. 

 
Симулации с два варианта на параметрите са показани от фиг.4 до фиг.6. 
 

 
 

Фиг. 4. Графика на модела на Холинг-Танер в Microsoft Excel за параметри: 
𝑥1(0) = 1; 𝑥2(0) = 3; ∆𝑡 = 0,5;  𝑟 = 1;  𝐾 = 7;  𝑤 = 1; 𝐷 = 1; 𝑠 = 0,2;  𝐽 = 0,5. 
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Фиг. 5. Фазов портрет на модела на Холинг-Танер в Microsoft Excel за параметри: 
𝑥1(0) = 1; 𝑥2(0) = 3; ∆𝑡 = 0,5;  𝑟 = 1;  𝐾 = 7;  𝑤 = 1; 𝐷 = 1; 𝑠 = 0,2;  𝐽 = 0,5. 

 

 
 

Фиг. 6. Графика на модела на Холинг-Танер в Microsoft Excel за параметри: 
𝑥1(0) = 1; 𝑥2(0) = 3; ∆𝑡 = 0,5;  𝑟 = 1;  𝐾 = 7;  𝑤 = 1; 𝐷 = 1; 𝑠 = 0,3;  𝐽 = 0,5. 

 

 
 

Фиг. 7. Фазов портрет на модела на Холинг-Танер в Microsoft Excel за параметри: 
𝑥1(0) = 1; 𝑥2(0) = 3; ∆𝑡 = 0,5;  𝑟 = 1;  𝐾 = 7;  𝑤 = 1; 𝐷 = 1; 𝑠 = 0,3;  𝐽 = 0,5. 

 
Качественият анализ на система от две обикновени диференциални уравнения може да 

установи по фазов портрет следните особени точки: устойчив или неустойчив възел, седло, 
устойчив или неустойчив фокус, център. 

Изследването на модела на Холинг-Танер се осъществява чрез въвеждане на различни 
съотношения между входните параметри за взаимодействащите си видове. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ  
Провеждането на изчислителни експерименти с модели принадлежи към 

алгоритмитчното реализиране на математически модели. 
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Математическият модел на Холинг-Танер в програмна среда на Microsoft Excel, 
реализира изчислителни експерименти след задаване на различни входни параметри и 
предоставя възможности за изследване на поведението на модела от нелинейната динамика. 
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